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Riassunto. Si prova che, sotto opportune ipotesi sui coefficienti a,f, dove a.,B E 
C[0,1], a(0)=0= (1), a(x)>Q0 per ogni x E (0,1), alcuni domini naturali per 
l'operatore degenere Au := a.(x)u"+B(x)u' nello spazio C[0,1] coincidono e (A,D(A)) 


genera un semigruppo analitico. 


Abstract. It is proven that under suitable hypotheses on the continuous real-valued 
functions a.,f on the unit interval [0,1], with a(0) = 0 = a(1), a(x) > 0 for every 


x E (0,1), some important domains for the degenerate operator Au := o.(x)u"+B(x)u' in 
the space C[0,1] coincide and (A,D(A)) generates an analytic semigroup. 


1. Introduzione 


Siano a, due funzioni continue da [0,1] in R, con a(x)>0 per 0<x<1 e a(0)=0=0(1). 
Denotiamo con A l'operatore differenziale degenere 

Au := a(x)u"+B(x)u'. 
Il problema è di definire un dominio D(A) di A tale che (A,D(A)) generi non solo un 
semigruppo fortemente continuo e contrattivo nello spazio C[0,1] delle funzioni continue 
su [0,1], munito della norma del massimo lI-ll»o, ma anche analitico. 
È ben noto che la prima questione ha avuto ampia trattazione nella letteratura, date le 
molteplici applicazioni concrete in teoria della approssimazione, in probabilità, in 
genetica: si veda, per esempio, Henry [H] e Mandl [M]. 
Proprio considerazioni probabilistiche dovute fondamentalmente a Feller [F], inducono a 
pensare che domini "naturali" potrebbero essere 


Dv := {uEC[0,1]}NC2(0,1) ; AuEClO,1], mn, (Au)(x) = 0}, 
x->0, 


cioè u appartiene a Dy se e solo se u soddisfa le condizioni ai limiti di tipo Ventcel' [V], 
oppure 


Dr := {uEC[0,1]NC2(0,1) ; AuECI0,1]}, 
cioè, nessuna condizione ai limiti è fissata per u o per Au, oppure 


u'(x) _ 
n Wa) = 


Dy := {uEC[0,1]NC2(0,1) ; AuEC[O,1], li 
xa> 
dove 


>. 
BO 
W(x) := E f Te gt), 
(x) spl a) ) 


cosicchè Au=aW(W-lu')". 


Così uEDy se e solo se u soddisfa le condizione di Neumann degeneri generalizzate. 
Per quanto riguarda Dv, il risultato più importante per la generazione di semigruppo è 
dovuto a Clément e Timmermans [CT]. Questi autori provarono che (A,Dv) genera un 
semigruppo Co contrattivo in C[0,1] se e solo se 

172 x 


WE L!(0,1/2) oppure {" W(x) = dx=% oentrambe 
(1) W(t) 
e 
1 x 
WE LI(1/2,1) oppure (" W) è ge detesto 
1 a(t1)W(t) 
Posto 
x 


Cai 1 à 
quo “ins | f WAds, 


applicando il Teorema di Fubini si vede facilmente che le precedenti condizioni sono 
equivalenti a 


WE L!(0,1/2) oppure Q& L!(0,1/2) o entrambe 


e 
WE L!(1/2,1) oppure Q&L!(1/2,1) entrambe. 
Invece, se 
x 
ds 
R(x) = W(x) == 
i a(s)W(8) 


allora (A,D) genera un semigruppo fortemente continuo e contrattivo in C[0,1] se e solo 
se 


R& L!(0,1/2), R& L!(1/2,1), 


vedi Timmermans [T]. 
Infine, se -— € L!(0,1), Feller [F] provò che allora (A,Dyx) genera anch'esso un 
a 
semigruppo di classe Co contrattivo in C[0,1]. 
Può accadere che alcuni degli operatori precedentemente introdotti coincidano. Per 
esempio, se nr € L!(0,1) e in più, W& L!(0,1/2), W& L!(1/2,1), allora Dr = Dn, vedi 
a 


Metafune e Pallara [MP]. Infatti, tenendo conto che Au = aW(W-u'), posto Au = f, 
integrando si ottiene 


K 
te ads f a 
W(x) tai J a(s)W(s) ai 


sasa di vor lerlilatoa ee WMO) _ 
La sommabilità di pr su (0,1) implica l'esistenza di lim Wa) = XE C. Se X fosse 


diverso da 0, allora u'(x) si comporterebbe come XW(x) vicino a 0. Ma allora 
XK 


u(x) - ue) X S W(t)dt. Mandando e a 0, la condizione W& L!(0,1/2) porterebbe a 
€ 


contraddire ueC[0,1]. Analogo discorso per x = 1. 
In questo seminario daremo delle condizioni sui coefficienti a e B affinchè Dr = Dv ed 
anche Dr = Dv = Dr. Mostreremo inoltre che i corrispondenti semigruppi sono analitici. 


I risultati principali sono contenuti nei due lavori di Favini e Romanelli [FR] e Favini, 
Goldstein, Romanelli [FGR]. 


2. Teoremi di generazione 


Cominciamo con l'osservare che il citato Teorema di Clément e Timmermans [CT] resta 
valido se si prende C[a,b] al posto di C[0,1], dove -o<a<b<%,e 


Cla,+%] := {f : [a,+°[-C ; f continua, 3 lim f(x)E C},-0<a, 
s KX>+%® 
C[-°,b] := {f : ]-©,b]>C ; f continua, 1 lim f(x) EC}, b<+%, 
K>—-0% 
C[-00,+%] := {f:R = C;f continua, 3 fim f(x) EC }, 
xi>+%0 


purchè ad 1/2 si sostituisca un fissato elemento di Ja,bl[. 
Se Jab[=R,a=1ef=0, allora W(x) = 1, Q(x) = x = R(x), cosicchè Q & LI(-0,0), 
Q € LI(0,+%). Pertanto, l'operatore Bu := u" con dominio Dy dato da 


Dy := {u € C[-%0,+%] N C2-0,+00); lim u"6)=0} 


genera un semigruppo Co contrattivo in C[-00,+%]. 


D'altro canto, poichè R & L!(-0,0), R & L!(0,+), per il risultato di Timmermans [T], 
Bu = u" con dominio 


Dr := {u E C[-%,+%] N C2(-00,+%) ; u" E C[-00,+%0] }, 


genera anch'esso un semigruppo contrattivo in C[-,+%] e chiaramente 


(B,Dy) = (B.D7). % 
È anche ben noto che il gruppo delle traslazioni 


T(t)u(x) := u(x+t), xtER 


è un gruppo fortemente continuo in C[-°,+], il cui generatore K è caratterizzato da 
Ku := u'= di » D(K):= {uE C[-00,+%]; du' E C[-0,+0%]}. 


È facile vedere che ogni u € D(K) soddisfa necessariamente | ca u'(x) = 0. 
xi>+00 


Poichè il quadrato K2 di K genera un semigruppo analitico in C[-00,+%], vedi Nagel 


2 
[N,A-II, Theorem 1.15], segue che l'operatore K2 = di con dominio 


D(K2) := {u € C[-2,+%] ; 3 u',u" E C[-00,+0]} 


genera un semigruppo analitico in C[-°,+%]. Inoltre, ogni u € D(K2) soddisfa 
Î Lim u'(x)=0= fim u"(x). 
xl > +00 lx{> +00 


Segue che (K2,D(K2)) = (B,Dy) = (B,Dr) genera un semigruppo analitico in 
C[-00,+00]. 


Sia n = n(x) una funzione appartenente a C[-,+], e quindi uniformemente continua. 
Denotato con H l'operatore di moltiplicazione per n(x) in C[-00,+], chiaramente HK è 
un operatore K2-limitato con K2-confine uguale a 0. Vedi McBride [Mc], Theorem 2.25, 


p.47. Pertanto sappiamo che anche K2 + HK con D(K2 + HK) = D(K2) genera un 
semigruppo analitico in C[-00,+00]. 


Dunque, per ogni f E C[-°0,+%] e per ogni X complesso con parte reale sufficientemente 
grande, esiste u € D(K2) = Dr = Dv tale che (A - K2 - HK)u=fe 


Itullo< C(1+2)Ilfilo , 


dove C è una costante indipendente da f. 


D'altra parte, se denotiamo con UC(R) (UC2(R), rispettivamente) l'insieme delle funzioni 
uniformemente continue su R, (insieme con le derivate del primo e del secondo ordine 
rispettivamente), allora l'operatore in UC(R) definito da 


’ 


Lu := u"+mu', D(L) := UC2(R), 


genera un semigruppo analitico in UC(R), a dominio denso, e inoltre 

D(L) = {u E UC(R); Lu € UC(R)}, vedi Lunardi [L], Corollary 3.1.9, p.81. 

Ora, f E C[-0,+°] è un elemento di UC(R), cosicchè esiste una unica v E D(L), tale che 
Av -v"-mv'= f. Per unicitàu=ve Liri v'(x)=0= A v"(x). Segue che 


D(K2) = {u € C[-99,+%] N C2(-00,+99) ; u"+mu' E C[-00,+%0] } 
= {u E C[-,+%] N C2(-00,+00) ; u"+mu' E C[-00,+0], 
lim u'(x)=0= im u"(x) } 
x{>+00 


lx]l>+00 
E {u E C[-00,+%] N C2(-00,+00) ; u"(x)}+m(x)u'(x) > 0 per xl > +00} 
C {u E C[-0,+9] N C2(-00,+00) ; u"+mu' E C[-00,+%] }. 


Si è dunque provato 


Lemma 1. Se n E C[-2,+%], allora Lu= u"+nu', con 
D(L) = {u E C[-%,+%]NC2(-00,+09) ; Lu E C[-00,+%] } (= DT) 
genera un semigruppo analitico in C[-©,+%] e 
D(L) ={u E C[-99,+%]NC2(-00,+00); Lu E C[-00,+%], (Lu)(x) > 0 per lxl->% }(= Dy). 
Dal Lemma 1 segue il 


Teorema 1. Siano a,f € C[0,1] due funzioni a valori reali, con a(0)=0 = a(1), 
a(x)>0 per 0<x<1. Se, inoltre, 


(1) a! € C1[0,1], Ba-1/2€ C[0,1], 


allora (A,Dv) = (A,D) genera un semigruppo analitico in C[0,1]. 


Dimostrazione. Dobbiamo risolvere il problema 
(2) Xu - Au=f E C[0,1], ReA grande, 


dove la soluzione u appartiene a Dy o a Dr. Ora, l'applicazione 
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x 


P(x) = + a(s)1/2 ds, 0<x<1, 
1 


è invertibile e la sua inversa Y induce una isometria Jyy da C[0,1] a C[-0,+%] mediante 


Iyu(t) = u(P(1), E R. 
Una tale idea di cambiamento di variabile per risolvere la (2) si trova nel basilare lavoro di 
Feller [F]. 
Posto v(t) := u(P(1)), g(t) := f(P(1)), la (2) diventa Av - Lv = g, dove Lv := v"+nv', 


2801) - CHO) CR 


n(t) = 
2 Va) 
e D(L) è dato da {v E C[-%,+%]NC2(-00,+%) ; Lv E C[-00,+0] } e da 

{v E C[-20,+%]MC2(-00,+00) ; Lv E C[-0,+%], (Lv)(t) > 0 per Itt->00 }, 
rispettivamente. 
In forza dell'assunzione (1), la funzione n appartiene a C[-°0,+], cosicchè i due domini 


per l'operatore differenziale L coincidono e (L.DT) = (L,Dy) genera un semigruppo 
analitico in C[-0,+00]. 

Poichè (A,Dv) è simile a (L,Dy) e (A, Dr) è simile a (LD) via l'isometria Jy, si deduce 
facilmente che Dy = D e A genera un semigruppo analitico in C[0,1]. # 


Esempio. Se a(x) = xM(1-x)9, B(x) = xM1-x)P y(x), x E [0,1], dove y € C[0,1], 
allora il Teorema 1 si applica perm>2en>m/2. 


Osservazione. Non sembra ovvio verificare le condizioni di CléÉment-Timmermans e 
di Timmermans sotto l'ipotesi (1). Tuttavia, tenendo conto che la degenerazione di A è 
localizzata nei punti 0 e 1, scrivendo W(x) nella forma 


“GG Va(1/2) ep(- {Aso a'(t) at), 


Va Va” 


sì può pensare di approssimare W(x), in un intorno (è,1) di 1, per esempio, con 


W(x)s exp (-3 D 


e 


dove co = aci ui 
salt a(x) 
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1 
Se cj=0, poichè a1/2 € C1[0,1], si ha J dc 
Va) 
Se co # 0, allora 


1 x 


J = ; WS W(1)dtdx = 


1 


La 


Zexp(-5 Ih5 DS 25 dx 


Bf IR nile exp(- 3 1h sa 


Se co > 0, allora 


1 


fat rms 3f 3] ta 1) dx 


Se co <0, allora nuovamente 


1 


x 1 x 
n 1 ord 
J a «WS W(bdtdx îof sr (exp ( 5 J da 1) dx. 


1 1 

1 co dt dx 

Questa volta, J = exp ( 5: J =) dx converge, ma J —= = +® porta 
SV ATER z Va Va) 


ancora che Q non appartiene a L($,1). 
1 


Veniamo a stimare J R(x)dx. Il Teorema di Fubini assicura che esso coincide con 


1 
J ai precoron J Wdr)ax. 


Poichè solo cp # 0 ci interessa, (si noti che 


1 1 y 
Pra EI 
J Wo)dy J = 3 J Rino dy), 


si ha 
1 


/S Wo)dy = È (exp (- 3 ) - exp (- 1h 


Xx 


1 


Così, se cop <0, dalla divergenza di J n segue 
a(x) 


1 
TAO 


1 x 


Se, invece, co>0, allora J WG)dy = È exp (- DI 2f Nr baz 
a(t) 


1 


1 1 
1 2 dx 
— ——_ W(t)dt fJdx  — == =+% 
J TSTONAÌ Qua = È J 37 nori 


1 


Così J R(x)dx = +0 e anche le condizioni di Timmermans sono soddisfatte. 


Osservazione 2. Se le funzioni a e f} verificano 


6) Va e 0110,1) e È = € C[0,1], 
allora anche (1) è soddisfatta, perchè 

cera sn) al 2 (Vo). 
Dunque, sotto l'ipotesi (3), (A,Dv) = (AD). | 


Si noti che formalmente Au = (au')' - (a' - B)u', cosicchè la condizione 


pB-a 
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—_—C10,1] è analoga a quella di Triebel [T], p. 431, per la trattazione di operatori 
a 


ellittici degeneri nello spazio L2(0,1). 
Si ha però qualcosa di più, in questo caso. Infatti, 


70 


Teorema 2. Sotto l'assunzione (3), (A,Dv)= (A,D7)=(A,Dn). 


Dimostrazione. La (3) si legge 


x 


td cp( fe lae C[0,1), 
c(x)Wx) a(1/2) (1) 


cosicchè (cfr. l'introduzione) Dr = Dn. Poichè già sappiamo che Dr, = Dv, 
l'affermazione segue. # 


Osservazione 3. Se Va € C![0,1], prendendo f = a', si vede che il Teorema 2 
estende il Teorema 3.7 di Campiti, Metafune, Pallara [CMP], mostrando anche la 
coincidenza di Dy e Dr. 

Notiamo che sotto l'ipotesi (3) si possono facilmente verificare sia le assunzioni di 
Clément e Timmermans che quelle di Timmermans. Posto infatti 


Wi) = 02 
(x) 
x 

= (fd 

Qi(x): da Si 
1/2 


'— x 
Ri(x) := pri x E (0,1), 


poichè Va € C1[0,1], a ha zeri multipli inx=0,1, Wi £L! (0,1/2), 
Wi & L! (1/2;1), ma 


1/2 


1/2 1/2. 1/2 
ds S 
dx =- —]} dx =- — ds = -®, 
fe SY Tao! 
1 1 


E Oinér= (f £ds=4o, 
1 n 8 


Inoltre 


1/2 1 
1) Ri(x)dx = -00, J Ri(x)dx = +0. 
1 


Ora, 


W(x) = exp (- ti 88) 4) = WI), 


dove 


stern { B(8)-a'(s) -a'(8) ds 
a(s) 


è continua e 0 < co < $(x) < ci per ogni x € [0,1]. Poichè 


x 


1 


ume fw ds, 
A) =- COMA, i 1(8)9(s)ds 
si ha 
1 1 1 
D < È Wi(s)ds) d 
ci, i de f QMdx = ian { 1(8)ds) dx 
1 
"è i Qu(x)dx, 
1 
cosicchè J Qx)dx = +0. 
1/2 
Stime analoghe mostrano che 1) Qx)dx = -2. 
Così Q € L!(0,1/2), Q € LI(1/2,1). 
Dalla 
x x 
Ties — —_ 
sn | TATE 


segue che 


1 1 1 
ci, i siicinii il Ras co. Ri(x)dx. 


Dunque R & L!(0,1/2), R & L!(1/2,1). 


71 


72 


Osservazione 4. Un Teorema di generazione analitica in C(@), dove Q è un aperto 


limitato di R°, n > 1, con frontiera 9Q regolare, è stato ottenuto da Vespri [Ve], Theorem 
4.8, relativamente all'operatore 


+ c(x)u(x), 


n 
PRETI) 


n 
02 
Eu(= DO va; A 
JU isl 


du(x) 
ij=1 9 


Xi 


dove a;j, bi, c: Q + R sono funzioni continue, s> 1, pè C1 su Q, (x) > 0 per ogni 
xE 9, w(x)=0 per ogni x E 3Q, IVyp(x)l # 0 per ogni x E 99, 
n 


x ajj(X)E;E; > VIE? V È € RN, con v> 0. Il dominio di E ‘corrisponde alla nostra 
i.j = l 
definizione di D,, ma per n > 1 dipende da certi spazi di Sobolev con peso. Ciò appare 
inevitabile per potere applicare i risultati di Stewart ai problemi non degeneri a cui 


localmente egli si riconduce. Per una chiara esposizione dei Teoremi di Stewart, vedi 
Lunardi [L]. 
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